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1 INTRODUÇÃO  

Movimentos rítmicos são uma componente fundamental de locomoção e sistemas robóticos [1]. 

Modelar estes comportamentos, capturando a sua natureza autónoma não-linear permite prever e 

desenhar leis de controlo de forma robusta. 

2 GENERALIDADES 

Este artigo descreve como extrair comportamentos rítmicos usando modelos autónomos, 

baseados em Misturas de Gaussianas (GMM). A vantagem inerente destes modelos baseia-se na 

sua robustez a estimar o oscilador não-linear desconhecido usando observações parciais do 

mesmo. 

2.1 MODELAÇÃO COM GMMS 

Dado um conjunto de observações ℎ de um oscilador, caracterizado pela sua posição 𝒙 e 

velocidade �̇�, ℎ = {𝒙𝑖, 𝒙𝑖̇ }𝑖=1...𝑁, é possível estimar a distribuição estatística conjunta de 

observações de 𝒙 e �̇�, representada por Ρ(𝒙, �̇�) através de uma GMM, i.e. , Ρ(𝒙, �̇�) =

∑ 𝜋𝑘𝑃𝑘(𝒙, �̇�)𝑁
𝑘=1  [2]. Para inferir qual o valor mais provável �̇� para um dado 𝒙 é um possivel 

aproximar Ρ(𝒙|�̇�) com uma única Gaussiana [2], resultando para o seu valor esperado 

𝐸(�̇�|𝒙) = ∑ ℎ𝑘(𝒙)(𝑨𝑘𝒙 + 𝒃𝑘)𝑁
𝑘=1 .   (1) 

Esta relação é não linear devido ao termo ℎ𝑘(𝒙), conhecido como função de ativação. 

Tipicamente este sistema é interpretado como um gerador de trajetórias autónomo, e.g., uma 

função autónoma do tipo �̇� = 𝑓(𝒙) [3]. 

3 MODELAÇÃO CONSTRANGIDA  

O sistema autónomo estimado �̇� = ∑ ℎ𝑘(𝒙)(𝑨𝑘𝒙 + 𝒃𝑘)𝑁
𝑘=1 , não possui garantias em relação à 

sua evolução temporal. Para colmatar este problema, várias estratégias de otimização 

constrangida foram propostas na literatura de forma a garantir que a sistema estimado exibe um 

comportamento desejado, e.g., estável. Em [3] e [4] são propostos os constrangimentos que 

garantem que o modelo é globalmente assintoticamente estável.  

No entanto na literatura ainda não foram propostas condições suficientes que garantem que o 

modelo exibe comportamentos periódicos usando como base regressões de Misturas de 

Gaussianas.  
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Figura 1 – Exemplo de aprendizagem constrangida. Do oscilador não-linear (esquerda) são extraídas observações 

(centro). Resolvendo um problema de otimização obtemos um oscilador não-linear (direita) que aproxima o original. 

4 OTIMIZAÇÃO 

Dado um conjunto de observações do oscilador rítmico a função de custo 𝐶 é dada por 

𝐶 =  ∑ (�̇�𝑖 − 𝑓(𝒙𝑖))𝑇(�̇�𝑖 − 𝑓(𝒙𝑖))𝑁
𝑖=1   (2) 

onde o sistema 𝑓(𝒙) contém um ciclo limite estável se ambas a condições (3) e (4) forem 

verdadeiras 

  

𝑹𝑨𝑘 ≻ 𝟎 ∀ 𝑘 = 1, … , 𝐾 ⋁  𝑹𝑨𝑘 ≺ 𝟎 ∀ 𝑘 = 1, … , 𝐾  (3) 

∑ ℎ𝑘(𝟎)𝐾
𝑘=1 (𝑨𝑘 + 𝑨𝑘

𝑇) ≻ 𝟎  (4) 

 

onde 𝑹 é uma matriz de rotação bi-dimensional.  

Este problema de otimização é resolvido com um optimizador quadrático, e.g., PENLAB, que 

estima {𝑨𝑘}𝑘=1,...,𝐾. A figura 1 mostra um ciclo limite extraído do modelo de locomoção proposto 

em [5]. Esta estratégia de extração de movimentos rítmicos atinge erros substancialmente menores 

que as suas análogas na literatura. 

5 CONCLUSÕES 

Apresentamos uma estratégia de modelação que consegue capturar não-linearidades inerentes a 

sistemas oscilatórios, como a marcha humana. A estratégia é flexível, com várias vantagens: a) 

garantias em relação ao comportamento aprendido, b) capacidade de aproximar osciladores 

altamente não lineares.  
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